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Resumen 
 
 
En esta Charla se muestra que el mecanismo de dilución de sistemas desordenados resulta 
ser un mecanismo universal para generar estados extendidos o deslocalizados en sistemas 
discretos y continuos. Se encuentran las condiciones matemáticas que permiten determinar 
el número y la posición energética de los estados deslocalizados. El número de elementos 
usados para diluir el sistema desordenado determina el número de estados extendidos en 
sistemas discretos; en el caso de sistemas continuos, dicho número determina el conjunto de 
condiciones matemáticas independientes, cada una de las cuales permite generar un número 
infinito de estados deslocalizados.  
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INTRODUCCION 
 
La naturaleza de los estados electrónicos en modelos desordenados en la aproximación de 
enlace estrecho con desorden sin correlación en la energía por sitio, fue estudiada 
inicialmente por Anderson [1]. Allí se discutió por primera vez la localización de los 
estados cuánticos en conexión con propiedades de transporte de redes desordenadas. 
Posteriormente, se probó que en sistemas de Anderson unidimensionales todos los estados 
son localizados por muy pequeño que sea el desorden [2]. Recientemente, ha sido reportada 
la aparición de estados deslocalizados o extendidos en sistemas de Anderson 
unidimensionales [3-12]. En estos trabajos, la presencia de correlación de corto o largo 
alcance en el desorden es el mecanismo responsable de la aparición de estados extendidos. 
Estos resultados han  sido recientemente confirmados en forma experimental [13,14]. La 
aparición de estados extendidos en sistemas desordenados al azar, pero diluidos por 
distribuciones periódicas de energías por sitio ha sido motivo de interés en el último tiempo 
[15-20]. En la Ref. [17] un sistema desordenado al azar se diluye mediante un conjunto de 

 energías por sitio k kε  distribuidas de acuerdo a una función periódica  de modo que )(kf
)(kf=kε . En dicho trabajo se demuestra que es posible obtener un conjunto estados 

deslocalizados o extendidos, cuyo número depende, básicamente, de las simetrías que 
presente la función periódica .   )( 1lf
 
En esta Charla de Física mostraremos a través de un ejemplo muy sencillo, que el proceso 
de dilución también es un mecanismo capaz de generar infinitos estados extendidos o 
deslocalizados en sistemas continuos con desorden composicional. El mecanismo de 
dilución en sistemas desordenados continuos ha sido recientemente estudiada en forma 
preliminar [21]. 
 
La dilución consiste en introducir elementos no desordenados entre sitios desordenados 
[15,16]. En este contexto, recientemente hemos realizado un estudio sistemático del efecto 
que produce el proceso de dilución en sistemas discretos unidimensionales con desorden 
sustitucional en la aproximación de enlace estrecho [17,18,19]. Parte de los resultados 
anteriores fueron publicados en la Revista Charlas de Física No. 16 [20]. Allí mostramos 
que la ecuación dinámica del sistema discreto en la aproximación de enlace estrecho viene 
dada por: 
 

,011 =−− +− nnnnz φφφ          (1) 
 
donde )( Ez nn −= ε , Acá nε  representa la energía por sitio en la posición n  de la red 
unidimensional y E  representa la energía cuántica permitida del electrón en la red.  
 
También mostramos que se obtiene un conjunto finito de estados extendidos, cuyo número 
y posición energética dependen del número y de la simetría de la distribución de energías  
por sitio de los átomos que diluyen al sistema desordenado, los cuales se introducen entre 
dos sitios vecinos desordenados.  
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Antes de estudiar el comportamiento de los sistemas desordenados diluidos, explicaremos 
algunos conceptos básicos, necesarios para la comprensión de los fenómenos en estudio. En 
primer lugar debemos decir que en los sistemas periódicos discretos, es decir, sistemas sin 
ningún tipo de desorden, todas las funciones de onda son extendidas o deslocalizadas, y que 
en los sistemas discretos unidimensionales desordenados, sin correlación en el desorden, 
todas las funciones de onda son localizadas. Sin embargo, si llega a existir correlación en el 
desorden, es posible encontrar estados extendidos o deslocalizados. De este modo, para 
estados extendidos, la amplitud de la función de onda tiene valores distintos de cero en 
cualquier punto de la cadena. Por oposición, para estados localizados, la amplitud de la 
función de onda es distinta de cero sólo en una región muy pequeña de la cadena 
unidimensional.     
 
Este comportamiento se puede verificar calculando los valores que asume la llamada 
“longitud de localización” . Esta magnitud depende de la energía cL E  y del tipo de 
desorden existente en la cadena lineal. La longitud de localización normalmente se calcula, 
en términos numéricos, a través de otra magnitud llamada “exponente de Lyapunov” γ , la 
que corresponde al inverso de la longitud de localización  y que depende de los mismos 
parámetros que , es decir,  

cL

cL
 

cL
1

=γ    

 
Si la función de onda es extendida, la longitud de localización  es del orden del largo  
de la cadena en estudio, . Al hacer crecer el largo , crece también , de modo 
que para . Lo anterior implica que para funciones extendidas, el 
exponente de Lyapunov 

cL N
NLc ≈

∞→
N cL

∞→ cLN ,
γ  tiende a cero, 0→γ , cuando ∞→N . Por su parte, para 

estados localizados, cuando ∞→N  el exponente de Lyapunov se mantiene siempre mayor 
que cero,  0>γ . 
 
EL MODELO  
 
Los resultados planteados en la Introducción fueron obtenidos para sistemas discretos 
diluidos en la aproximación de enlace estrecho. Sin embargo, uno podría preguntarse si los 
resultados obtenidos para dichos sistemas, siguen siendo válidos para sistemas continuos. 
Es decir, ¿cuáles son los cambios que se producen sobre el número y la posición de los 
estados extendidos, cuando usamos el mecanismo de dilución sobre sistemas continuos?. 
Este aspecto fue discutido por Bellisard [22] y Kohmoto [23], quienes obtuvieron una 
ecuación discreta exacta, que presenta la misma forma que la ec. (1), para el modelo 
continuo de Kronig-Penney con funciones delta. Posteriormente, Sánchez y colaboradores 
[8] encontraron un mecanismo completamente general para tratar con potenciales 
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unidimensionales arbitrarios V . La ecuación de Schroedinger (con ) viene 
dada por:  

)(x 12 == mh

 

)()()()(
2

2

xExxV
dx

xd φφφ
=+− , (2) 

 
donde )(xφ  es la función de onda cuántica del electrón en la red y E  es su autoenergía. 
Después de realizar unas pocas operaciones algebraicas, se obtiene una relación 
matemática, llamada mapa de Poincaré [8], que relaciona la función de onda en tres sitios 
diferentes, consecutivos y arbitrarios:  
 

011,11, =−− ++−− nnnnnnnn ttz φφφ ,  (3) 
 
donde )( nn xφφ = . Por su parte, ,  y  dependen, en cierta forma complicada, 
del tipo de potencial V  empleado y de la energía 

nz 1, −nnt 1, +nnt
)(x E  del electrón. Es importante destacar 

que esta transformación no implica la perdida de información al pasar de la ecuación de 
Schroedinger (2) al mapa de Poincaré (3). 
 
En esta Charla estudiaremos un sistema continuo unidimensional desordenado, con 
potenciales tipo delta igualmente espaciados, con amplitudes nλ  escogidas al azar. Es decir, 
el potencial V  viene dado por:  )(x
 

( )∑
=

−=
N

n
nn xxxV

0
)( δλ ,   (4) 

 
donde nλ  rotula las amplitudes de las deltas, con ( ) 0,;, >∈ fifin λλλλλ . Para este 
potencial V  específico, el mapa de Poincaré (3) se reduce a la siguiente relación: )(x
 

,0sincos2 11 =−−







+ −+ nnn

n q
q

q φφφ
λ

 (5) 

 
con Edq =  y donde ( nn xxd )−= +1  representa la distancia entre dos sitios vecinos. En 
esta Charla consideramos que la distancia  entre dos sitios vecinos es constante, d 1=d . 
 
Antes de estudiar el sistema desordenado y diluido, consideremos que la distribución de 
valores de la amplitud nλ  es una función absolutamente arbitraria, es decir, la distribución 
puede ser completamente al azar, puede ser absolutamente periódica, puede ser una mezcla 
de estas situaciones, o incluso puede ser el caso diluido que estudiaremos mas adelante. En 
cualquier caso, si llega a ocurrir que la variable  toma un valor particular  tal que  q cq
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0sin =cq , con , entonces en la ecuación (5) desaparece el término que contiene el 
desorden 

0≠cq

nλ , y la ecuación  resultante asume la forma de la ecuación correspondiente a un 
sistema periódico:  

E

( ) 0>;, fi λλ iλ

 
,0cos2 11 =−− −+ nnncq φφφ      (6) 

 
Como consecuencia, para ese particular valor , el estado cuántico es extendido o 
deslocalizado y en consecuencia, el exponente de Lyapunov 

cq
γ  tiende a cero. Es decir, para 

ese específico valor de , la amplitud de la función de onda tiene valores distintos de cero 
en cualquier punto de la cadena unidimensional que estamos estudiando. Es importante 
destacar que la condición matemática sin

cq

0=q   se cumple para infinitos valores , lo cual 

genera un conjunto infinito numerable de energías , para cada una 
de las cuales el exponente de Lyapunov 

kq

1,222 ≥= kkqkk π=E
γ  tiende a cero, es decir, para cada una de estas 

energías específicas  existe un estado extendido o deslocalizado [21,24,25]. En este  
caso específico, la aparición de estos estados extendidos está asociada a la existencia de 
correlación espacial en la distribución de impurezas en la red.  

k

 
Nótese que en la ecuación (6), y sólo para el valor específico del parámetro , no queda 
ningún vestigio del tipo de desorden existente en la distribución de amplitudes de las deltas, 
es decir, las energías de los estados extendidos  son las mismas, 
independientemente del tipo de distribución en la amplitud de las deltas 

cq

222 πkqE kk ==

nλ . En conclusión, 
estos estados extendidos van a estar presentes en cualquier tipo de distribución de nλ , es 
decir, en sistemas ordenados o desordenados. Estos estados extendidos aparecen porque el 
sistema posee una correlación de largo alcance debida a que todas y cada una de las deltas 
se encuentran igualmente espaciadas: ( ) 11 =−= + nn xxd . 
 
Para estudiar la posibilidad de generar nuevos estados extendidos en este modelo con  
desorden composicional, estudiaremos ahora el caso de un sistema desordenado diluido. 
Para simplificar el modelo, consideremos que en las posiciones “pares” de la red 
unidimensional, las amplitudes n2λ  del potencial tipo delta se obtienen al azar del conjunto 

, fλ . En cambio, en las posiciones “impares”, las amplitudes del potencial 
tipo delta tienen un valor constante .012 cten ==± λλ  De este modo, el sistema desordenado 
al azar está diluido, uno por medio, con una delta de amplitud constante. Ciertamente, el 
sistema completo sigue siendo desordenado, y por lo tanto, en principio y de acuerdo a la 
teoría de localización de Anderson [1], todos los estados cuánticos permitidos deberían ser 
localizados, con la excepción del conjunto infinito numerable de estados extendidos que 
acabamos de estudiar. 
 
Escribamos el mapa de Poincaré (5) en la forma siguiente: 
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,011 =−− +− nnnnz φφφ              (7) 

 
donde hemos definido  

   nn baz λ+= ,                   (8) 
con  

.sin;cos2
q

qbqa ==   (9)  

 
Nótese que el desorden asociado con la amplitud de las deltas nλ , aparece explícitamente 
en el término nn baz λ+= . Aplicando el mapa de Poincaré (7) a los sitios pares e impares de 
la red unidimensional, podemos escribir: 
 

,0222120 =−− −− nnnz φφφ          (10) 
 

,0121222 =−− +− nnnnz φφφ    (11) 
 

.0222120 =−− ++ nnnz φφφ    (12) 
 
En la primera y la tercera ecuaciones hemos escrito 012 zz n =±  porque la amplitud de los 
potenciales tipo delta en los sitios impares es constante. 
 
Eliminando los sitios con índice impar, es decir, realizando un proceso de decimación, las 
ecuaciones (10), (11) y (12) pueden ser reescritas  en la forma:  
 

[ ] 02 2222220 =−−− +− nnnnzz φφφ   (13) 
 
o explícitamente:  
 

( ) ( )[ ] .02 2222220 =−−−++ +− nnnnbaba φφφλλ   (14) 
 
Las ecuaciones (13) o (14) representan completamente al sistema desordenado diluido 
original.  
El desorden contenido en el producto  ( ) ( )nn babazz 2020 λλ ++=  puede ser eliminado si 
ocurre cualquiera de las dos condiciones: i) 0=b , o ii) ( ) 000 =+= λbaz .  

En el caso i) 0sin
==

q
qb , encontramos de nuevo la solución 0sin =q , y la ecuación (14) 

queda: 
 

 ( )[ ] 01cos22 22222
2 =−−− +− nnnq φφφ ,  (15) 
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ecuación que representa a un sistema  periódico para cada que cumple con la ecuación 

. 
q

0sin =q
En el caso ii) ( ) 000 =+= λbaz , para cada valor específico de jj E=q , tal que 00 =z , 
la ecuación (14), asume la forma correspondiente a un sistema periódico:  

 
02 22222 =++ +− nnn φφφ .      (16) 

 
El cumplimiento de la condición 00 =z  determina la existencia de un conjunto infinito de 
valores , para cada uno de los cuales la función de onda es extendida. Dichos valores se 
obtienen como soluciones de la ecuación no lineal [21]: 

jq

 

0sincos2 0 =









+ j

j
j q

q
q

λ
.    (17) 

 
Para tener una idea gráfica del comportamiento del sistema desordenado para los distintos 
valores de energía posibles, consideremos que las amplitudes de las deltas de los sitios 
pares n2λ  se obtienen al azar del conjunto ( )1,0

2

, y que la amplitud de las deltas en los sitios 
impares, usadas para diluir el sistema, vale 7.001 ==± λλ n  La figura muestra el exponente 
de Lyapunov γ como función de la energía E  en una región pequeña de todo el rango de 
energía para el sistema desordenado diluido.  
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Allí se puede ver que el exponente de Lyapunov γ  tiende a cero sólo para tres valores de 
energía E , por lo tanto, de acuerdo a lo analizado más arriba, existen  sólo tres estados 
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extendidos en todo el rango de energías mostrado en la figura. Los picos centrados en 
 y  corresponden a los estados extendidos dados por la 

expresión  que mostramos más arriba para modelos con cualquier 
tipo de desorden en la amplitud de las deltas. En cambio, el tercer pico centrado en la 
energía , corresponde a un nuevo estado extendido, asociado exclusivamente 
con el proceso de dilución mostrado en esta Charla, ya que la energía  es 
solución de la ecuación:   

8696.9=E
Ek

=E

4784.39=E
,222 = kkk π

900

1≥= q

.22
900.22=E

cos2






+jE

γ

 

0sin7.0
=







j

j

E
E

.   (18) 

 
Existen infinitos de valores de la energía  que son solución de la ecuación (18), es decir, 
existe un conjunto infinito de estados extendidos en el sistema continuo desordenado y 
diluido. Esto quiere decir, que si graficamos 

jE

γ  versus E  en un rango de energía más 
amplio, aumenta el número de valores de energía para los cuales el exponente de Lyapunov 

 tiende a cero, de tal modo que si hacemos crecer la energía hasta infinito, aparecen 
también infinitos nuevos estados extendidos.  
 
En resumen, hemos demostrado, analítica y numéricamente, que el mecanismo de dilución 
de un sistema continuo desordenado permite generar un nuevo conjunto infinito estados 
deslocalizados o extendidos. La generalización del presente modelo para el caso de dilución 
con mayor número de átomos es directa, y se espera que aparezca un número infinito de 
energías correspondientes a estados extendidos, siempre y cuando se cumplan ciertas 
condiciones de simetría en el conjunto de amplitudes que diluyen al sistema desordenado.  
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