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Resumen

En esta Charla se muestra que el mecanismo de dilucion de sistemas desordenados resulta
ser un mecanismo universal para generar estados extendidos o deslocalizados en sistemas
discretos y continuos. Se encuentran las condiciones matematicas que permiten determinar
el nimero y la posicién energética de los estados deslocalizados. El numero de elementos
usados para diluir el sistema desordenado determina el nimero de estados extendidos en
sistemas discretos; en el caso de sistemas continuos, dicho nimero determina el conjunto de
condiciones matematicas independientes, cada una de las cuales permite generar un niumero
infinito de estados deslocalizados.
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INTRODUCCION

La naturaleza de los estados electronicos en modelos desordenados en la aproximacion de
enlace estrecho con desorden sin correlacion en la energia por sitio, fue estudiada
inicialmente por Anderson [1]. Alli se discuti6 por primera vez la localizacion de los
estados cuanticos en conexidon con propiedades de transporte de redes desordenadas.
Posteriormente, se prob6 que en sistemas de Anderson unidimensionales todos los estados
son localizados por muy pequefio que sea el desorden [2]. Recientemente, ha sido reportada
la aparicion de estados deslocalizados o extendidos en sistemas de Anderson
unidimensionales [3-12]. En estos trabajos, la presencia de correlaciéon de corto o largo
alcance en el desorden es el mecanismo responsable de la aparicion de estados extendidos.
Estos resultados han sido recientemente confirmados en forma experimental [13,14]. La
apariciéon de estados extendidos en sistemas desordenados al azar, pero diluidos por
distribuciones periddicas de energias por sitio ha sido motivo de interés en el Gltimo tiempo
[15-20]. En la Ref. [17] un sistema desordenado al azar se diluye mediante un conjunto de
k energias por sitio &, distribuidas de acuerdo a una funcion perioddica f(k) de modo que

&, = f(k). En dicho trabajo se demuestra que es posible obtener un conjunto estados

deslocalizados o extendidos, cuyo niimero depende, basicamente, de las simetrias que
presente la funcion periddica f(/,) .

En esta Charla de Fisica mostraremos a través de un ejemplo muy sencillo, que el proceso
de dilucion también es un mecanismo capaz de generar infinitos estados extendidos o
deslocalizados en sistemas continuos con desorden composicional. El mecanismo de
dilucién en sistemas desordenados continuos ha sido recientemente estudiada en forma
preliminar [21].

La dilucion consiste en introducir elementos no desordenados entre sitios desordenados
[15,16]. En este contexto, recientemente hemos realizado un estudio sistematico del efecto
que produce el proceso de dilucion en sistemas discretos unidimensionales con desorden
sustitucional en la aproximacion de enlace estrecho [17,18,19]. Parte de los resultados
anteriores fueron publicados en la Revista Charlas de Fisica No. 16 [20]. Alli mostramos
que la ecuacion dindmica del sistema discreto en la aproximacion de enlace estrecho viene
dada por:

2,0, =1 =0, =0, (D

donde z, =(¢, —E), Aca ¢, representa la energia por sitio en la posicion n de la red
unidimensional y E representa la energia cuantica permitida del electron en la red.

También mostramos que se obtiene un conjunto finito de estados extendidos, cuyo nlimero
y posicion energética dependen del numero y de la simetria de la distribucion de energias
por sitio de los 4&tomos que diluyen al sistema desordenado, los cuales se introducen entre
dos sitios vecinos desordenados.
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Antes de estudiar el comportamiento de los sistemas desordenados diluidos, explicaremos
algunos conceptos basicos, necesarios para la comprension de los fendmenos en estudio. En
primer lugar debemos decir que en los sistemas periodicos discretos, es decir, sistemas sin
ningun tipo de desorden, todas las funciones de onda son extendidas o deslocalizadas, y que
en los sistemas discretos unidimensionales desordenados, sin correlacion en el desorden,
todas las funciones de onda son localizadas. Sin embargo, si llega a existir correlacion en el
desorden, es posible encontrar estados extendidos o deslocalizados. De este modo, para
estados extendidos, la amplitud de la funcion de onda tiene valores distintos de cero en
cualquier punto de la cadena. Por oposicion, para estados localizados, la amplitud de la
funciéon de onda es distinta de cero s6lo en una region muy pequefia de la cadena
unidimensional.

Este comportamiento se puede verificar calculando los valores que asume la llamada
“longitud de localizacion” L, . Esta magnitud depende de la energia E y del tipo de
desorden existente en la cadena lineal. La longitud de localizacién normalmente se calcula,
en términos numéricos, a través de otra magnitud llamada “exponente de Lyapunov” 7, la
que corresponde al inverso de la longitud de localizacion L, y que depende de los mismos

parametros que L, es decir,

J/IL*

c

Si la funcion de onda es extendida, la longitud de localizacién L, es del orden del largo N
de la cadena en estudio, L, = N . Al hacer crecer el largo N, crece también L., de modo
que para N o, L —>o. Lo anterior implica que para funciones extendidas, el
exponente de Lyapunov y tiende a cero, ¥y — 0, cuando N —oo. Por su parte, para

estados localizados, cuando N — o el exponente de Lyapunov se mantiene siempre mayor
que cero, ¥ >0.

EL MODELO

Los resultados planteados en la Introduccion fueron obtenidos para sistemas discretos
diluidos en la aproximacion de enlace estrecho. Sin embargo, uno podria preguntarse si los
resultados obtenidos para dichos sistemas, siguen siendo validos para sistemas continuos.
Es decir, ;cudles son los cambios que se producen sobre el nimero y la posicion de los
estados extendidos, cuando usamos el mecanismo de diluciéon sobre sistemas continuos?.
Este aspecto fue discutido por Bellisard [22] y Kohmoto [23], quienes obtuvieron una
ecuacion discreta exacta, que presenta la misma forma que la ec. (1), para el modelo
continuo de Kronig-Penney con funciones delta. Posteriormente, Sanchez y colaboradores
[8] encontraron un mecanismo completamente general para tratar con potenciales
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unidimensionales arbitrarios V' (x). La ecuacion de Schroedinger (con 7 =2m=1) viene
dada por:

d’¢(x
7 ) = Eh) . @)

dx

donde @(x) es la funcion de onda cuantica del electrén en la red y E es su autoenergia.

Después de realizar unas pocas operaciones algebraicas, se obtiene una relacién
matematica, llamada mapa de Poincaré [8], que relaciona la funcién de onda en tres sitios
diferentes, consecutivos y arbitrarios:

Zn n tn,n—l¢n—l - tn,n+l¢n+l = O b (3)

donde ¢, = ¢(x,). Por su parte, z,, ¢,,, y t,,,, dependen, en cierta forma complicada,

del tipo de potencial V' (x) empleado y de la energia £ del electrén. Es importante destacar

que esta transformacioén no implica la perdida de informacion al pasar de la ecuacion de
Schroedinger (2) al mapa de Poincaré (3).

En esta Charla estudiaremos un sistema continuo unidimensional desordenado, con
potenciales tipo delta igualmente espaciados, con amplitudes A, escogidas al azar. Es decir,

el potencial V' (x) viene dado por:

V(X)ZZN:iﬁ(x—xn)s (4)

n=0

donde A, rotula las amplitudes de las deltas, con A, e(/ll.,ﬂ‘f) A sA,>0. Para este

potencial V' (x) especifico, el mapa de Poincaré (3) se reduce a la siguiente relacion:

(2 cosq + & sin qjqﬁn -4, —0,,=0, 5)
q

con g =d+E y donde d = (x,,, —x,) representa la distancia entre dos sitios vecinos. En
esta Charla consideramos que la distancia d entre dos sitios vecinos es constante, d =1.

Antes de estudiar el sistema desordenado y diluido, consideremos que la distribucion de
valores de la amplitud 4, es una funcion absolutamente arbitraria, es decir, la distribucion

puede ser completamente al azar, puede ser absolutamente periodica, puede ser una mezcla
de estas situaciones, o incluso puede ser el caso diluido que estudiaremos mas adelante. En
cualquier caso, si llega a ocurrir que la variable ¢ toma un valor particular ¢ tal que
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sing, =0, con g, #0, entonces en la ecuacion (5) desaparece el término que contiene el
desorden A,y la ecuacion resultante asume la forma de la ecuacion correspondiente a un
sistema periodico:

2COS qc ¢n - ¢n+1 - ¢n—l = 09 (6)

Como consecuencia, para ese particular valor ¢, el estado cudntico es extendido o
deslocalizado y en consecuencia, el exponente de Lyapunov y tiende a cero. Es decir, para
ese especifico valor de g, la amplitud de la funcion de onda tiene valores distintos de cero
en cualquier punto de la cadena unidimensional que estamos estudiando. Es importante
destacar que la condicion matematica sing =0 se cumple para infinitos valores ¢, , lo cual
genera un conjunto infinito numerable de energias E, = ¢ kz =k’x*, k=1, para cada una
de las cuales el exponente de Lyapunov y tiende a cero, es decir, para cada una de estas
energias especificas E, existe un estado extendido o deslocalizado [21,24,25]. En este

caso especifico, la aparicion de estos estados extendidos estd asociada a la existencia de
correlacion espacial en la distribucion de impurezas en la red.

Notese que en la ecuacion (6), y sélo para el valor especifico del pardmetro ¢_, no queda
ningun vestigio del tipo de desorden existente en la distribucion de amplitudes de las deltas,
es decir, las energias de los estados extendidos E, =¢,” =k’z> son las mismas,
independientemente del tipo de distribucion en la amplitud de las deltas A,. En conclusion,
estos estados extendidos van a estar presentes en cualquier tipo de distribucion de 4,, es

decir, en sistemas ordenados o desordenados. Estos estados extendidos aparecen porque el
sistema posee una correlacion de largo alcance debida a que todas y cada una de las deltas
se encuentran igualmente espaciadas: d = (x,,, —x,)=1.

Para estudiar la posibilidad de generar nuevos estados extendidos en este modelo con
desorden composicional, estudiaremos ahora el caso de un sistema desordenado diluido.
Para simplificar el modelo, consideremos que en las posiciones “pares” de la red
unidimensional, las amplitudes A, del potencial tipo delta se obtienen al azar del conjunto

(i ,lfl 4,4, >0. En cambio, en las posiciones “impares”, las amplitudes del potencial

tipo delta tienen un valor constante A, ., = 4, = cte. De este modo, el sistema desordenado
al azar esta diluido, uno por medio, con una delta de amplitud constante. Ciertamente, el
sistema completo sigue siendo desordenado, y por lo tanto, en principio y de acuerdo a la
teoria de localizacion de Anderson [1], todos los estados cudnticos permitidos deberian ser
localizados, con la excepcion del conjunto infinito numerable de estados extendidos que
acabamos de estudiar.

Escribamos el mapa de Poincaré (5) en la forma siguiente:
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Zn¢n - ¢n—1 - ¢n+l = 0’ (7)

donde hemos definido
z, =a+bi,, (®)
con

)

Notese que el desorden asociado con la amplitud de las deltas A, , aparece explicitamente
en el términoz, =a+bA . Aplicando el mapa de Poincaré (7) a los sitios pares e impares de
la red unidimensional, podemos escribir:

Z0@rus = P22 — P2, =0, (10)
ZpuPn = brus = P20 =0, (11)
ZoPonis = Pon — Prir =0. (12)

En la primera y la tercera ecuaciones hemos escrito z,,,, =z, porque la amplitud de los
potenciales tipo delta en los sitios impares es constante.

Eliminando los sitios con indice impar, es decir, realizando un proceso de decimacion, las
ecuaciones (10), (11) y (12) pueden ser reescritas en la forma:

[ZO ZZn - 2]¢2n - ¢2n—2 - ¢2n+2 = 0 (13)
o explicitamente:

[(a +b4, ) (a +b4,, )_ 2]¢2n =02 = P20 =0. (14)

Las ecuaciones (13) o (14) representan completamente al sistema desordenado diluido
original.
El desorden contenido en el producto z, z,, =(a+b4,)(a+bA,,) puede ser eliminado si

ocurre cualquiera de las dos condiciones: i) b=0, 0 ii) z, = (a + b4, ) =0.
sing
q

Enel caso i) b= =0, encontramos de nuevo la soluciéon sing =0, y la ecuacion (14)

queda:

[2(2 cos” q _1)] Doy = Prpr = D202 =0, (15)
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ecuacion que representa a un sistema periddico para cada g que cumple con la ecuacioén
sing=0.
En el caso ii) z, = (a + b/io): 0, para cada valor especifico de ¢, = |E, , tal que z, =0,

la ecuacion (14), asume la forma correspondiente a un sistema periodico:
20, + 5 + 02, =0. (16)

El cumplimiento de la condicién z, = 0 determina la existencia de un conjunto infinito de
valores g, para cada uno de los cuales la funcion de onda es extendida. Dichos valores se

obtienen como soluciones de la ecuacion no lineal [21]:

[2cosqj+/1°sinqj}:0. (17)
q.

J

Para tener una idea grafica del comportamiento del sistema desordenado para los distintos
valores de energia posibles, consideremos que las amplitudes de las deltas de los sitios
pares A,, se obtienen al azar del conjunto (0,1), y que la amplitud de las deltas en los sitios

impares, usadas para diluir el sistema, vale A, ., =4, =0.7 La figura muestra el exponente

de Lyapunov y como funcién de la energia £ en una region pequeila de todo el rango de
energia para el sistema desordenado diluido.

0.1+
0.01 4
1E-3

1E-4 - \ Tt
-

1E-5 4

1E-6

1E-7 4

Alli se puede ver que el exponente de Lyapunov y tiende a cero solo para tres valores de
energia E, por lo tanto, de acuerdo a lo analizado mas arriba, existen sélo tres estados
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extendidos en todo el rango de energias mostrado en la figura. Los picos centrados en
E=98696 y E =394784 corresponden a los estados extendidos dados por la

.7 2 , . .
expresionE, =q,” =k’z*, k>1 que mostramos més arriba para modelos con cualquier

tipo de desorden en la amplitud de las deltas. En cambio, el tercer pico centrado en la
energia E =22.900, corresponde a un nuevo estado extendido, asociado exclusivamente
con el proceso de dilucion mostrado en esta Charla, ya que la energia E =22.900 es
solucion de la ecuacion:

2005@+%sin@ =0. (18)

Existen infinitos de valores de la energia £, que son solucion de la ecuacion (18), es decir,

existe un conjunto infinito de estados extendidos en el sistema continuo desordenado y
diluido. Esto quiere decir, que si graficamos y versus E en un rango de energia mas

amplio, aumenta el nimero de valores de energia para los cuales el exponente de Lyapunov
y tiende a cero, de tal modo que si hacemos crecer la energia hasta infinito, aparecen

también infinitos nuevos estados extendidos.

En resumen, hemos demostrado, analitica y numéricamente, que el mecanismo de dilucion
de un sistema continuo desordenado permite generar un nuevo conjunto infinito estados
deslocalizados o extendidos. La generalizacion del presente modelo para el caso de dilucion
con mayor nimero de atomos es directa, y se espera que aparezca un numero infinito de
energias correspondientes a estados extendidos, siempre y cuando se cumplan ciertas
condiciones de simetria en el conjunto de amplitudes que diluyen al sistema desordenado.
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